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Статья посвящена исследованию стационарной трехмерной задачи об
обтекании ограниченного тела потоком вязкой несжимаемой жидкости.
Выбрана шкала функциональных пространств, которым принадлежат
физически реализуемые решения задачи. Задача рассмотрена в линеа-
ризованной постановке для случая, когда скорость потока стремится к
нулю на бесконечности. Определен класс функций правой части урав-
нения движения жидкости, удовлетворяющих условию существования
решения задачи, приведены примеры.
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Введение
В гидродинамике можно выделить два класса задач – задачи для ограничен-
ных областей (внутренние задачи) и задачи обтекания (внешние задачи). Анализ
внутренних задач для класса неньютоновских жидкостей наиболее подробно из-
ложен в [1]. Основное внимание В.Г. Литвинов уделял вопросу постановки и реше-
ния стационарных и нестационарных задач, связанных со сложными течениями
нелинейно-вязких жидкостей. При этом теоремы существования и единственности
лежат в основе построения приближенных решений соответствующих задач. Эти
теоремы совместно с результатами по аппроксимации позволяют правильно вы-
бирать конечномерные подпространства, в которых отыскиваются приближенные
решения, и эффективно получать последние.
Математическая теория внешних задач даст возможность получить качествен-
ное и количественное описание явлений, наблюдающихся в разного рода техноло-
гических процессах. Указанная теория является базой для построения численных
методов решения задач обтекания, которые в свою очередь служат инструментом
решения ряда инженерных и технологических проблем.
Математическое изучение потока вязких несжимаемых жидкостей около трех-
мерного препятствия было предметом исследования многих работ. Р.Финном были
введены так называемые 𝑃𝑅-решения (физически осмысленные) [2].
В работах [3, 4] исследуется движение внешнего стационарного потока ненью-
тоновской жидкости. Выбрана шкала функциональных пространств, в которых
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установлена разрешимость краевой задачи для системы дифференциальных урав-
нений, описывающей движение потока, получены оценки в соответствующих нор-
мах. Решение получено методом последовательных приближений на основе теорем
о разрешимости внешней стационарной задачи для классической системы Навье–
Стокса. Одним из условий существования решения является выполнение условия
согласования.
В данной работе будем искать решения краевой задачи Стокса, обладающие
определенными свойствами на бесконечности. Приведем примеры функций в пра-
вой части уравнения движения, удовлетворяющих сформулированным условиям.
1. Постановка задачи
Рассмотрим краевую задачу Стокса в области Ω:
−𝜈∆𝑣 +∇𝑝 = 𝑓, 𝑥 ∈ Ω, (1)
∇ · 𝑣 = 𝑔, 𝑥 ∈ Ω, (2)
𝑣 = ℎ¯, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, (3)
lim
|𝑥|→∞
𝑣(𝑥) = 0, (4)
где ∆ – оператор Лапласа,∇ – оператор Гамильтона, Ω – внешняя область из
R3, то есть Ω = R3∖?¯?, где 𝐺 – связанное, открытое, ограниченное множество.
Предположим, что граница 𝜕Ω – гладкая, двумерная, ограниченная область.
Движение жидкости характеризуется вектор-функцией скорости 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)
и давлением 𝑝, коэффициент вязкости жидкости 𝜈 считается заданной положи-
тельной константой.
Заданная вектор-функция 𝑓(𝑥) = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) из R3 характеризует силу, дей-
ствующую на жидкость, ℎ¯ = (ℎ1, ℎ2, ℎ3) – векторная функция из R3, 𝑔 – скалярная
функция.
2. Основные определения
Определение 1. Пусть Ω – открытое множество в R3. Пусть 𝛽 ∈ R1, 𝑙 –
целое, неотрицательное число.
𝑉 𝑙𝛽(Ω) – весовое пространство измеримых на Ω функций, имеющих все обоб-
щенные производные вплоть до порядка 𝑙 включительно, интегрируемых с квад-




(1 + 𝑟)2(𝛽−𝑙+|𝛼|)|𝐷𝛼𝑧|2 𝑑𝑥
и норма в котором определяется следующим образом:
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то есть

















Определение 2. Пусть Ω – открытое множество в R3. Пусть 𝛽 ∈ R1, 𝑙 –
целое, неотрицательное число.





























































Определение 3. Пусть Ω – открытое множество в R3.
Пусть 𝛽 ∈ R1, 𝑙 – целое неотрицательное число.
Обозначим через 𝑅𝑙𝛽𝑉 (Ω, 𝜕Ω) ≡ 𝑉 𝑙−1𝛽 (Ω)3 × 𝑉 𝑙𝛽(Ω)×𝐻 𝑙+
1
2 (𝜕Ω), где⃦⃦⃦⃦









































где 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3), ℎ¯ = (ℎ1, ℎ2, ℎ3), то есть⃦⃦⃦⃦






































































































Определение пространства 𝐻 𝑙+
1
2 (𝜕Ω) можно найти, например, в [5].
Определение 4. Пусть Ω – открытое множество в R3 . Пусть 𝑙 – целое,
неотрицательное число, 𝛾 ∈ (𝑙 + 12 , 𝑙 + 32 ). Воспользуемся обозначением, данным
в [7] и примем за ℛ𝑙𝛾𝑉 (Ω, 𝜕Ω) – пространство, состоящее из троек функций
(𝑓, 𝑔, ℎ¯) таких, что














(𝐹 ,𝐺) ∈ 𝐻 𝑙−1(Γ)3 ×𝐻 𝑙(Γ), 𝜔 ∈ Γ,Γ = {𝑥 : |𝑥| = 1}, ( ¯˜𝑓, 𝑔, ¯˜ℎ) ∈ 𝑅𝑙𝛾𝑉 (Ω, 𝜕Ω).
Норма в пространстве ℛ𝑙𝛾𝑉 (Ω, 𝜕Ω) определяется следующим образом:⃦⃦⃦⃦















Определение пространства 𝐻 𝑙(Γ) можно найти, например, в [6].
Определение 5. Пусть Ω – открытое множество в R3. Пусть 𝑙 – целое, неот-
рицательное число, 𝛾 ∈ (𝑙+ 12 , 𝑙+ 32 ). Используя обозначения [7], опишем 𝒟𝑙𝛾𝑉 (Ω)




𝑉 (𝜔) + ¯˜𝑣(𝑥), 𝑝(𝑥) =
1
𝑟2
𝑃 (𝜔) + 𝑝(𝑥),
где
(𝑉 , 𝑃 ) ∈ 𝐻 𝑙+1(Γ)3 ×𝐻 𝑙(Γ), 𝜔 ∈ Γ, Γ = {𝑥 : |𝑥| = 1}, (¯˜𝑣, 𝑝) ∈ 𝐷𝑙𝛾𝑉 (Ω).
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Пространство 𝒟𝑙𝛾𝑉 (Ω) есть пространство функций, которому принадлежат 𝑃𝑅
– решения, то есть функции, имеющие заданный порядок убывания на бесконечно-
сти. Пространство ℛ𝑙𝛾𝑉 (Ω, 𝜕Ω) есть пространство данных задачи Стокса, решения
которых принадлежат пространству 𝒟𝑙𝛾𝑉 (Ω).
3. Разрешимость задачи Стокса
Пусть (𝑣, 𝑝) есть 𝑃𝑅 – решение задачи (1)-(4) из 𝐷𝑙𝛾𝑉 (Ω). Тогда 𝑅
𝑙
𝛾𝑉 (Ω, 𝜕Ω) –
пространство для тройки (𝑓, 𝑔, ℎ¯) – правых частей исходной задачи (1)-(3).
В [5] задача Стокса рассмотрена в сферических координатах (𝑟, 𝜔), где
𝑟 = |𝑥|, 𝜔 = (𝜑, 𝜃), 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, 0 ≤ 𝜃 < 𝜋
и
𝑥1 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑥2 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜑, 𝑥3 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃.
Решения ищутся в виде
𝑣(𝑥) = 𝑟𝜆𝑉 (𝜔), 𝑝(𝑥) = 𝑟𝜆−1𝑃 (𝜔), 𝜆 ∈ C, (5)
которые разрешают систему Стокса в R3
−𝜈∆𝑣 +∇𝑝 = 0,∇ · 𝑣 = 0, 𝑥 ∈ 𝑅3∖0. (6)
Для пары (𝑉 , 𝑃 ) получаем систему дифференциальных уравнений на единич-
ной сфере Γ = {𝑥 : |𝑥| = 1}, зависящих от комплексного параметра 𝜆. Обозначим
данную систему через 𝑆(𝜆;𝐷𝜔)(𝑉 , 𝑃 ) = 0, 𝜔 ∈ Γ.
Семейство отображений 𝜆→ 𝑆(𝜆; ·) называется пучком операторов, связанным
с системой Стокса (6). Очевидно, что функции вида (5) – решения системы Стокса
тогда и только тогда, когда 𝜆 – собственное значение полученной в сферических
координатах задачи [6].
Согласно теореме 2 из [5] задача
𝑆(−1;𝐷𝜔)(𝑉 , 𝑃 ) = (𝐹 ,𝐺), 𝜔 ∈ Γ, (7)
где (𝐹 ,𝐺) ∈ 𝐻 𝑙−1(Γ)3 ×𝐻 𝑙(Γ), имеет решение (𝑉 , 𝑃 ) ∈ 𝐻 𝑙+1(Γ)3 ×𝐻 𝑙(Γ) тогда и
только тогда, когда выполняется условие согласования∫︁
Γ
𝐹 · 𝑐 𝑑Γ𝜔 = 0 ∀𝑐 ∈ R3, (8)
причем решение (𝑉 , 𝑃 ) не является единственным.
Таким образом, одним из условий существования решения как линейной, так
и нелинейной задачи является выполнение условия согласования.
4. Примеры функций, удовлетворяющих условию согласования
Обозначим через 𝑅0 подпространство пространства 𝑅
𝑙
𝛾(Ω, 𝜕Ω), состоящее из




(𝑓, 𝑔, ℎ¯) ∈ 𝑅𝑙𝛾(Ω, 𝜕Ω) :
∫︁
Γ




Заметим, что условие согласования выполняется не для всех функций 𝐹 (𝜔).
Определим вид функций, которые будут удовлетворять условию (8). Рассмотрим














где 𝑃𝑙(cos 𝜃) – полином Лежандра, 0 ≤ 𝜃 < 𝜋, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, −𝑙 ≤ 𝑚 ≤ 𝑙, 𝑙 –
целое, неотрицательное число.
Любая функция 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑) при 𝑙 ̸= 0 ортогональна константе на единичной сфе-
ре. При 𝑙 = 0 таких функций, ортогональных константе, нет. Сферические функ-









𝑃𝑚𝑙 (cos 𝜃)(𝛼𝑙𝑚 cos𝑚𝜑 + 𝛽𝑙𝑚 sin𝑚𝜑)
]︂
, (9)
где 𝑃𝑚𝑙 (cos 𝜃) = sin
𝑚 𝜃 𝑑
𝑚𝑃𝑙(cos 𝜃)







– полином Лежандра, 𝑛 – натуральное число.
Покажем, что функции такого рода действительно удовлетворяют условию со-
гласования.
Пример 1. Пусть 𝑛 = 3. Тогда (9) примет вид:
1
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𝛼3𝑚 cos𝑚𝜑 + 𝛽3𝑚 sin𝑚𝜑
)︀)︂
𝑑𝜃 = 𝑌1 + 𝑌2 + 𝑌3,



















































𝛼3𝑚 cos𝑚𝜑 + 𝛽3𝑚 sin𝑚𝜑
)︀
𝑑𝜃.
Воспользуемся разложением для многочленов 𝑃𝑙(cos 𝜃) и 𝑃
𝑙
𝑙 (cos 𝜃).
𝑃1(cos 𝜃) = cos 𝜃, 𝑃2(cos 𝜃) =
3 cos2 𝜃 − 1
2
, 𝑃3(cos 𝜃) =
1
2
(5 cos3 𝜃 − 3 cos 𝜃).
𝑃 11 (cos 𝜃) = sin 𝜃, 𝑃
1
2 (cos 𝜃) =
3
2
sin 2𝜃, 𝑃 22 (cos 𝜃) = 3 sin
2 𝜃,
𝑃 13 (cos 𝜃) = −
3
2














































































sin 𝜃(3 cos2 𝜃 − 1) 𝑑𝜃 = 𝛼20𝜋
2































5 cos3 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃 −
𝜋∫︁
0





















(0− 0) = 0.
Таким образом, 𝑌 = 0.
Приведенный выше пример показывает, что сферические функции действи-
тельно удовлетворяют условию согласования.
Приведем пример функции 𝐹 = (𝐹1, 𝐹2, 𝐹3) правой части уравнения движения,
удовлетворяющей условию согласования. Возьмем в (9) конкретные значения для
коэффициентов 𝛼𝑙𝑚, 𝛽𝑙𝑚 и для 𝑙,𝑚 и воспользуемся разложением для многочленов
𝑃𝑙(cos 𝜃) и 𝑃
𝑙
𝑙 (cos 𝜃).












(5 cos3 𝜃 − 3 cos 𝜃) + 3
8
(sin 𝜃 + 5 sin 3𝜃)(cos𝜑− sin𝜑).






















(5 cos3 𝜃 − 3 cos 𝜃) + 3
8
(sin 𝜃 + 5 sin 3𝜃)(cos𝜑− sin𝜑)
)︂
𝑑Γ.































(5 cos3 𝜃−3 cos 𝜃)+ 3
8
(sin 𝜃+5 sin 3𝜃)(cos𝜑−sin𝜑)
)︂
𝑑𝜃 = 𝑌1+𝑌2+𝑌3.























(2 cos𝜑 + sin𝜑) 𝑑𝜑
𝜋∫︁
0














































(5 cos3 𝜃 − 3 cos 𝜃) + 3
8
























+ 𝑐3 · 0 = 0.
Таким образом, 𝑌1 + 𝑌2 + 𝑌3 = 0, т.е. выполняется условие (8) для заданной
функции, что и требовалось доказать.
Заключение
В статье сформулированы условия разрешимости линейной стационарной трех-
мерной задачи об обтекании ограниченного тела потоком вязкой жидкости, ско-
рость которой на бесконечности стремится к нулю. Описан класс функций для
правой части уравнения движения, которые удовлетворяют условию согласования,
приведены примеры таких функций. Полученные результаты могут быть исполь-
зованы при решении нелинейной задачи Стокса с помощью численных методов.
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The article investigates the stationary three-dimensional problem of flow
around a finite body of a viscous incompressible fluid. Scale of functional
spaces, which belong to the physically realizable solution, is selected. The
problem is considered in the linearized formulation for the case where the
flow velocity tends to zero at infinity. Class of functions in the right part of
the equations of motion, which satisfy this condition, is described. Examples
are provided.
Keywords: exterior Stokes problem, non-Newtonian fluid, spherical
functions, сompatibility condition, Legendre polynomials.
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